LA EVOLUCION DE LA FILOSOHA DE LA
MATEMATICA: UN PANORAMA
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Resumo

Neste artigo ¢ apresentado um panorama da Filosofia da Matematica deste seculo. Dois
periodos sao distinguidos. No primeiro periodo predominaa tentativa dejustificar atotalidade do
conhecimento matematicojascjapor meio daredugioda MatematicaoualLogica oua Metamatematica,
jaseja climinandoas partes da Matematica que ndo podemserre feitas usando metodos construtivos.
No segundo periodo a tentativa de encontrar uma fundamentacio da Matematica vinda de fora ¢
abandonada. Novos problemas sdo discutidos: verdade e realismo matematico (platonismo) ;
verdade, prova e histéria da Matematica. A tese deste artigo ¢ que a Filosofia da Matematica

desenvolveu-se de mancira muito semelhantea Epistenmlagia das Cicencias Naturais.

Palavras chaves: Filosofia, Epistemologia, Filosofia da Matematica,

Abstract

In this paper a glance over the contemporary Philosophy of Mathematics is thrown. Two
periodsaredistinguished. In the first of them, the main task was cither to reduze Mathematics to other
deductive theories suchas Logicor Metamathematics, orto rebuilt Mathematics by using constructive
methods. In the second one new questions wercarisen: truthand mathematical realism; truth, proof
and History of Mathematics. The devclopment of Philosophy of Mathematics was analogous to the

devclopm ent ﬂpristcmolmg}' of Natural Sciences.
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El interés de los fildsofos por la Matematica es casi tan antiguo como la Filosofia

misma. Es cierto que los filosofos se distinguen por la amplitud de su curiosidad y de sus
e T e, = et
‘ pecialidad. Sinembargono dejaser sorprendente
la proecupacion de los fildsofos por una actividad tan esotérica. La Agricultura, lu
Ganaderia y la Medicina tienen mas importancia que Ja Matematica parala vida cntidi;nﬂ
de la mayoria de los seres humanos y no han merecido la atencién que los filosofos han
$Jl"gaclm a esta ciencia. Platon, Descartes, Leibniz, Kant, Husserl, Frege, Russell |
Ittgenstein y tantos otros filosofos analisaron la naturaleza d imi
matico. Por qué este reiteradointerés? En principiolaMatematica }Ellu {li?]z{zZ}?:lE;Zan:il: 1
na caracteristica comun: ambas parecerilan ser ejemplos de conocimiento appri{}ri E’Hl:;'l
¢8, conocimiento que no depende para su justificacién de la experiencia sensorial N::} ha
ni laboratorios de Matematica ni laboratorios de Filosofia. En tiltima instalncia l);
instrumento principal del matematico y del filosofo ha sido y contitia siendo su cab;:ﬂl
el lapiz y el papel. Nos sorprendemos hoy por los prodigios de los modernos com :ruI
tadores, prodigios que son hoy posibles porque en los afios 30 de este siglo el matemﬂllit‘u
inglés Alan Turing creo una computadora de lapiz y papel: la maquina de Turin
Pero mientras que en la Filosofia todo es materia de disputa, la Matemﬁticagparwo
progresar cada vez mas, acumulando nuevas verdades. A diferencia de la Matematica. la
II-'iIn:-:ni'fa no emprendio el camino seguro de la ciencia .Reiteradamente los Hl{imihul ne
an preguntado por el exito de Matematica comparandola con la Fil " - |
de un campo de ruinas donde cada sistema Filmféﬁcn sepulta al ant::i{j:}fll'a};:z r::l;;::.
reformular el método de la Filosofia more geometrico como pensabar.l De'-'sc];;rllwil )
spinoza de modo que ella consiga el mismo éxito que Ja Matematica, o serd esta ;.]I]'l l.n.rui
118 [umihlv;‘ I‘]das no sera que a pesar de ser conocimientos a priori Matematica ¥ Fiiuﬁuﬂl
son actividades profundamente diferentes? Y i * 5 1
wera que las 1'&1‘1:]1:1{51:::5 de la Matematica son tarlf :e::::l {;;1?1 :;Z? ) ?'I;Ttmn -
I |n-‘l}'{1r|'n de los matematicos? Todas estas son Cu::‘stimm“ m‘ﬂilj ?'S]?Dn?” Piw“m
planteado en relacion a la Matematica. | e
Elobjetivo de estearticulo es presentar un panoramade la evolucién de la Filosalia
de la Matemitica en este siglo. Veremos que el tipo de problemas en esta {liﬁt‘ilalinn “h
”,l,“}‘ similar a aquel que encontramos al estudiar la evolucion de la Epistemologia de L
Clenclasnaturales, Los limites entre Matematica y Ciencia Natural podrian ser mas diftinos
(que o que pensaron los empiristas l6gicos quienes, siguiendo a Hume, separaban ol

i i % w -:l 1 1 il {
conocimiento matematico (analitico) de la ciencia empiriea
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Fn la Filosofia de la Matematica de este siglo predominé en un primer momento
un ideal justificacionista. En un periodo, que podriamos situar hasta la década del 60, la
tarea de la Filosofia de la Matematica consistio en tentativas de fundamentar esa cienca
sobre la base de principios, que fueron caracterizados de forma diferente por cada una de
las tres escuelas clasicas de fundamentacién: logicismo, formalismo e intuicionismo.

Lanecesidad de fundamentar una ciencia que hasta fines del siglo pasado habiasido
considerada el paradigma de la certezase tornoimperiosa debido alas paradojas ﬂriginadas
dentro de la Teoria de los Conjuntos de Cantor. Al distinguir entre diversos grados de
infinitud, mostrando que el infinito del continuo geomeétrico era mayor que el infinito
de los ntimeros reales, la teoria de los conjuntos se revelo un instrumento indispensable
para el matematico. Sin embargo dentro de la teoria intuitiva de los conjuntos de Cantor
podian ser derivadas paradoj as’. Esas paradojas hicieron pensar a los filosofos, logicos y
matematicos interesados en cuestiones filosoficas, que la Matematica precisaba de una

refundacién, que hiciera explicitos los conceptos y reglas de inferencia permitidas, con
¢l objeto de evitar la aparicion de contradicciones.

El logicismo de Frege y Russell consitié en la tentativa de reducir la Matematica
a la Logica. Para obtener ese objetivo Frege reformulo la estructura de la Logica
tradicional. Las principales novedades introducidas por Frege fueron dos: una nueva
teoria de la cuantificacion’ y la sntroduccién de sistemas formales o calculos. Un calculo

consiste en un conjunto de expresiones simbolicas (formulas) y de reglas de inferencia

adoja de Russell. En lugar del término “conjunto” Russell usa

' 1.a mas conocida de esas parud{}jas es la par
nto de si misma.

¢l término “clase”. Una clase de objetos puede pertenecer a si misma, ¢sto es, sCr eleme
Ior cjemplo, la clase de los objetos abstractos pertence a la clase de los objetos abstractos por el hecho de
(ue una clase es un objeto abstracto. Por ¢l contrario, la clasc de los hombres no pertencce a la clase de los
liombres dado que la clase de los hombres no es un hombre. Consideremos la clase y formada por todas las
(lases que no son elementos de si mismas. La clase de los hombres serfa un clementol de y. Ahora, podemos

preguntar siy es un clemento de v. Si v es un elemento de y entonces y no pertenece a si misma, luego y

no es clemento dey. Siy noes elemento de y, entonces y perteneceay, dado que la clase y contienc todas

lax clases que no son clementos de si mismas. Luego y es elemento de v.
I lanalisis de Frt:zge de enunciados universales como “todos los mamiterosson vertebrados” s r::crmpletamcnt:z

diferente del analisis aristotélico. Para Aristoteles un enunciado de esetipo tiene la forma sujeto —prcdicadc},
la palabra “todos” calificaria al sujeto “mamiferos” (segin la terminologia aristotélica diriamos que el sujeto
Snamiferos” estd tomado en toda su extension). Para Frege “todos los mamiteros son vertebrados” es un
crunciado condicional, Deberfaser interpretadoasi: cualquier cosaque consideremos, si ella esun mamifero
sitonces o8 un vertebrado, Mientras que cl analisis de Aristoteles nos obliga a aceptar la existencia de
mamiloros, o andlisls de Frege no. Asi para Frege “todos Jos mamiferos son vertebrados” y "no existen

mamileras” no son contradicoarion, Ver Kneale, W, y Kneale, M, 1972, cap VIII.
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que permiten obtener una formulaa partir de otras. Dentro de esas férmulas hay una clase
de formulas escogidas que se llaman axiomas. En s{ mismas las férmulas de un cilculo
no tienen significado, son meros signos. Pero las formulas pueden ser interpretadas de
maneraque den origen a enunciados pertenecientesa alguna teoria determinada T. En ese
caso decimos que el sistema formal es un calculo para la teoria T, o que fue construido
para formalizar T , o que T es un modelo del sistema formal, todas estas formas de
expresion son equivalentes, En principio el sistema formal fue construido pararepresen-
tar a T, pero sus formulas podrian ser interpretadas de forma de simbolizar otra teoria
matematica S .En su Conceptografia Frege presento un sistema formal para la Logica.”

Fregeintento derivar las verdades matemadticasa partirde las verdadesdela Logica.

Para ello era preciso definir “niimero” a partir de términos logicos como “concepto”,
“extension” e “identidad”. En Los Fundamentos de la Aritmética Frege afirma que los
numeros son propiedades de conceptos y no de objetos, define el nlimero que se aplica
a un concepto F como la extensién del concepto “equinumerico al concepto F?, donde
“equinumerico” es definido en términos pertenecientes soloala Logica. Laidea subyacente
al programa logicista es que la reduccion de la Matematica a la Logica permitiria superar
lasincertezas de la Matematica al permitir expresar las verdades matematicas en términos
de las verdades analiticas de la Logica. La tradicion asimilaba la Légicaalo evidente, alo
que no podia ser colocado en duda.”

El programa formalista de Hilbert de fundamentacién de la Matematica consistié
en justificar las diferentes teorias matematicas por medio de una prueba de que basandose
en los axiomas de esas teorias, es imposible demostrar una contradiccién, esto es, un
enunciado de la forma p y no p. Este tipo de prueba se llama prueba de consistencia. Fl
origen de las pruebas de consistencia estd en la aparicion de las llamadas Geometrias no
euclideanasen el si glopasado. Como estas Geometriasno precian tener una interpretacion
l1sica, a diferencia dela Geometria euclideana cuyainterpretacion es el espacio de la Fisica
newtoniana, surgio la sospecha sobre si a partir de los axiomas de esas Geometrias no era
posible demostrar una contradiccién. Fue preciso entonces encontrar una prueba de la
consistencia de esas Geometrias alternativas . Para realizar la prueba de consistencia de

una teoria matematica T era preciso, pensaba Hilbert, encontrar en primer lugar un

"Vor Kneale, W, v Kneale, M, 1972, ap. VI
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sistema formal I que represente a T.® Decimos que en un sistema fmrmal. G dern'.:un; vi
una formula A cuando a partir de los axiomas de I' usando las reglas de mferencl:; {ll |
sisterna llegamos a A.7. El concepto de derivacion formal ES. la contraparte fﬂrmﬁ : ;
concepto de deduccion dentro de una teoria deductfva cualquiera.l” debe 5{.21* {:Dnsu:l ; . : :
pararepresentar T, nosoloenel sentido de que las fﬂrlj‘nulas qer puedan ser_mtztﬁ-[’)re ada
como enunciados de T (vimos también que ellas podrian ser interpretadas tambien C{}Il'l;l.{}
enunciados de otrateoriamatematica S*) sino también en el sentido de que toda deduccion
en T pueda ser representada por una derivacion formal en F__ Luegﬂ- para d{fﬂﬂﬂ;arll ’;
consistencia de T es suficiente probar que en Il no pueda derivarse ninguna fDI‘I‘L‘EJ 1 de
tipo p A — p. En terminos mas simples, para probar la consistencia c}e T es 51;11 1{:;5111-11_.
probar la consistencia de I'. A diferencia de los enunciados de T, lasf formulas de min
construidas de acuerdo con reglas precisas. Eso facilita la construccion de una prueba de
consistencia para I | ..
Laprueba de consistencia del consiste en examinar la esl:,ructura e a:i C _ E m:}
en’, y usando herramientas tan simples y formas de I‘aZDl".l*L'!.].‘IllEI'lt[.J tan evi f:ﬂ_tez 'qu- I.ﬂ.
puedan ponerse en duda, mostrar que en [' no puede dern'arse. nmgun{a C{}I‘lil‘;l 1{:{:10 H.
Esas herraminetas y formas de razonamiento son llamadas Pmi Hilbert métodos mzt::u 1{:1:
Para que la prueba de consistencia sea realmente mgmf?catlva dlesdf:. el Ipu?tm 1& vis 1
fundacional, ella debe ser efecutada usando modos 1f1ferenc:1a]es mas simples Iq:;:
aquellos que la teoria 1 intenta expresar. Operamos asl ?On tres planos: pr::'nr un la -_;
tenemos la teoria matematica (informal) T cuya consistencia queremos pm‘bm , pOT Otro
lado tenemos el sistema formal I" que representa T, cuyas formulas al ser mtelrpretadaﬁ
dan origen a enunciados de T, y que ademas representa todas las demr:::ft'raminese ;1;1;
puedan realizarse en T por medio de derivaciones fm:males enl’, y porultimo .e':n |
la metateoria donde se realiza la prueba de consistencia deI'. Esa prueba de consistencia

! - | g
de " debe ser realizada con métodos de prueba mas mmples que aquellc}s que son usado

enlateoriaT. | | ;
Para el formalismo el lugm' de la evidencia no esta en los axiomas de una

§ i . .I'
determinada teoria matematica, que al ser derivados de los axiomas de la Logica serian

' sucelebr {culo “LU : endliche”. Ver Hilbert
amade Hilbert esta claramente expuesto ensu célebrearticulo “ Uberdas Un +

“Elprogr

196 : f 1T sionifica que podemos encontrar una sucesion

" En términos formales que A se derive en el sistema formal L sig a quc | e 1o lag FoEniILe

de formulas A1, A2,....An tal que An=A y cada Ai ,i<n, 0 es un axioma deI’, oseinficre de las )
, . )

anteriores de la sucesion usando nigunn de las rcglaﬁ de inferencia de 1

| " = (e serinterpret -0 de la teoria de los grupos y signilica
"Por ejemplo la larmula " |y (x %y = ¢) puede ser interp ctada dentro grupos y sig

NI Fege i Russell consideraron |-I|H|*-i|rllh|m|1|- |.'n}r|| andiver pentes, | apiad Lebihm i las |1'1}+h an v pontes

S Untuletonivta, polivalentes, cudntion) oeurrio ds spen e b Tormula In’nlllh-llnujll arna togieinta

||IH-|}H NLeN, vl ||.'ul| II. by I”'?’ll

¥ ]
1 . & 1YL ' ‘CON
| | : sueile ser 1 p1ret .'H!.i l|t'|lll::l l'-ll.. L1 Learia tlt ln.'- (RRERERT!
; - il U0 Lieno inyerso o yuede sel Inter)
'!ll'lli'ilrpil 1L 1iH|'Im|+H|i it il 1 gruj |

! T E L Ll i L " ll' 1|
I FINUNEL hiullll’rl R vodo ndmero entero tiene un HIIHMH

A o400 00 A0 /des, | HNY
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evidentes (asi pensaban los logicistas). Por el contrario es en la metateoria que debemos
buscar la evidencia. Son los modos de inferencia finitarios los que garantizarian la
evidencia. Las reglas de inferencia que pueden ser aceptadas desde el punto de vista
[ormalista son el principio de induccién completa’ y las reglas usuales de la Légica
tradicional con excepcién de la regla de reduccién al absurdo, 1‘651:1 que permite inferir
un enunciado A probando una contradiccion a partir de la negacion de A y de laregla que
permite afirmar la existencia de un elemento que satisface la propiedad P a partir de haber
probado que no se da el caso que ningfm elemento satisfaga P.

El intuicionismo matematico también estuvo a la bﬁsqueda de un fundamento
evidente para la Matematica. Para evitar el surgimiento de pardojas los intuicionistas
limitaron el conjunto de reglas de inferencia admisibles , eliminaron las definiciones
impredicativas y rechazaron la admision de conjuntos actualmente infinitos. Grosso
modo las reglas de inferencia que los intuicionistas aceptan son las reglas de inferencia
usadas en la Metamatematica hilbertiana. El uso de definiciones impredicativas ya habia

sido rechazado por Poincare quien las resp{)nsabﬂizf} por el suroimiento de las pard(}j as

&
dentro de las teorias de conjuntos. Esas definiciones definen un elemento a partir de una

totalidad que englr}ba ese elemento.'’ P

ara Jos intuicionistas como para Aristoteles solo
existe el infinito potencial de la serie de los nimeros naturales. Para ellos no existen
conjuntos actualmente infinitos.

La Epistemologia de las ciencias naturales tambien hizo suyo ,en un comienzo, ese
ileal justificacionista. Eseideal se expreso por medio dereiteradas tentativas de justificar
el razonamientoinductivo. La criticade P{jpper alosintentos de verificar conclusivamen-
te los enunciados de la ciencia factica y las dificultades del intento de Carnap de construir
una Logicainductiva, que sirviese de fundamento paralas verdades empiricas, derrumbaron
la crencia en la posibilidad de una justificacion de la ciencia natural. La publicacién del
libro de Kuhn La estructura de las revoluciones cientificas fue reconocida como un golpe
definitivo al justificacionismo. En la Filosofia de la Matematicael justificacionismo

demoré un poco mas en ser abandonado, atin cuando ya fuesen conocidas a partir de fines

de la década del 30 las dificultades presentes en cada uno de los tres programas clasicos

N

" Este principio sirve para inferir que una prﬂpiﬂrlnci A es aplicuhlr: a todo ntimero natural si A es :lplit‘nhh'
a O yue cada ver (que A es .'1]11i+;'.'1|}|f.‘ anentonces A es .’lp]it'ﬂhh‘n n+1. Ensimbolos : inferimos "x A(x) a partir
de AO) y de AODA(ET) donde ten un parametro,

" Cuando un conjunto Moun objeto parti ular moson definidos de manera que por un fado pertencee a M

iy [ RN LH|H | ||¢-||Hh i do m |t||uur|+ il M decimon -lllr :*] ]IHHIIHHIIHHH |1. (| llﬂlnir'm (8] ]

hulnl I|I1 LIARE |'.||.| Ill-'ih 1|rl|=.||1| nnlnl R ARty vy |* lu AN LA |'l.-II l+ +L|Ii|lII|H “I

BRI Camia i Biid ud i 8 m 38018 sl daas 1Bun

de fundamentacidon de la Matematica''. Eso ocurrio debido a la creencia, c:riginada}?n-lq:g__.
del circulo de ideas del Empirismo Logico, de que la Matematica por el hecho de ser
analitica, tiene unanaturaleza diferente de las Cienciasnaturales.'* Sin embargo, alrededor
de la década del 70 podemos reconocer la aparicion de un nuevo circulo de problemas,
que escapan del marco conceptual determinado por cada una de las tres escuelas clasicas

de fundamentacion de la Matematica.

11

A mediados de este siglo, era manifiesto que ninguno de los programas de
fundamentaciéon de la Matematica habia conseguido sus objetivos. La reduccion de la
Matematica a la Logica era posible, pero no en los terminos de Frege. Para obtener ese
resultado era preciso recurrir a toda la complejidad de la teoria de los tipos. El objetivo
de obtener una reduccion a algo mas simple se perdia.Por otro lado Gentzen habia

{:E}HSEguidG prﬂbar finalmente la consistencia de la aritmética elemental. Pero se habia

sbierto una discusidn sobre si supruebaiba masalla de losmétodos finitarios. ' Pordltimo

"' La reconstruccion de la Matematica a partir de la Logica, hecha por Frege, resulto ser inconsistente como
lo mostro la paradoja de Russell, Russell presentd una nueva version del programa logicista: la teoria de los
tipos . En la reconstruccion de la Matematica por medio de la teoria de los tipos no se deriva la paradoja de
Russell. Pero la teoria de los tipos usa el axioma de reducibilidad que carece de toda justificacion intuitiva,
De hecho Russell consiguid reducir la Matematica a la Logica, mas a la Logica acrescentada por la teoria de
los tipos, desdibujandose asi la intencion original del programa logicista, que consistia en reducir la
Matematica a algo mas simple que ella. La Logica dotada de la teoria de los tipos resulta ser tan compleja
como las teorias matematicas que se intenta reducir.

Los dos teoremas de Gédel, el de la incompletud de la aritmética formal y el de la imposibilidad de probar
la consistencia de la aritmética formal por meétodos formalizables dentro del mismo sistema formal colocaron
un limite aparentementc infranqueable alas aspiraciones del formalismo. Gentzen presentd una demostracion
de la consistencia de la aritmética formal pero con metodos que parecen extenderse mas alla del cuadro de
los métodos finitarios recomendados por Hilbert. Si la prucba de Gentzen es de hecho una prucba finitaria
cs todavia uno de los asuntos mas discutidos de la Filosofia de la Matematica.

Elintuicionismo por otro lado parece conducira una mutilacion del contenido de la Matematica clasica. Muchas
tcorias matematicas no pucden ser reconstruidas en terminos intuicionistas. Para una apn}xin‘mcif}n gum'r.‘n!
al logcismo, formalismo e intuicionismo y a los problemas levantados por cada uno de estos progrmas e
fundamentacion de la matematica ver Benacerraf y Putnam, 1983; Kleene, 1974, Parte I; Kneale, W, y
Kneale, M. 1972 Capitulo XI; Dummett, 1977 y Molina y Legris, 1997,

g creend b tene su arigen en Hume con su distineion entre enunciados que expresan relaciones entro
CONCEPTON (e e ia Lo enunciados de la Matematica y cnunciados que se refieren a cuestiones de hecho

N Genteen preesento dus prachas diferentes de la consistencia de Ta aritmaetica clemental, Ver Gentzen,

I'jhlj" ﬂ]H I A n
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el intuicionismo parecia conducir a una mutilacion del contenido de la Matematica,
teniendo en cuenta que una gran cantidad de teoriasmatematicasno podian ser reconstruidas
usando los metodos propuestos por los intuicionistas.'* Parecia como si la Filosofia de
la Matematica se hubiera agotado: ninguna de las fundamentaciones de la Matematica era
satisfactoria y no habia forma de mejorarlas.

En ese contexto no es sorprendente que los filosofos interesados en la Matematica
comenzaran a interesarse por otras cuestiones diferentes de la cuestion de encontrar una
[undamentacion que justificara el contenido de la Matematica, cuestion esta tltima que
parecia estar agotada. En su articulo del ano 1967, “Matematica sin fundamentos”,
Putnam presento una critica del ideal justificacionista. Segtin lo expresado por Putnam
en ese articulo la Matematica no precisa de una justificacion. No hay segtin Putnam una
cuestion de los fundamentos de la Matematica porque la Matematica no precisa de una
leﬂtificacién externa. Ninguna de las razones enumeradas para creer que ha}-' una crisis en
los fundamentos de la Matematica (desarrollo de las geometrias no euclideanas, falta de
una prueba de consistencia de las teorias matematicas, falta de una solucién universal-
mente aceptada de las antinomias)'® son concluyentes.

Seguin Putnam la caracteristica principal de teorias matematicasesla gran variedad
de formulaciones equivalentes que ellas poseen. “ I don’t mean this in the trivial sense
of cardinality.......... : what [ mean is rather than in mathematics the number of ways of
expressing whatis in some sense the same fact (if the proposition is true) while apparently
not talking about the same objects is especially striking” afirma Putnam en ese articulo.
[:n la ciencia natural sucederia Jo mismo con la dualidad onda-particula en la mecanica
cuantica. Para esa situacion Reichenbach usé el término “descripciones equivalentes”.
Segtin Putnam hay dos formas equivalentes de describir el contenido de las teorias
matematicas. La primera forma es “Matematica como légicamodal”, la segunda forma es
“Matematica como teoria de conjuntos” Segun la primera descripcion, los enunciados de
la Matematica podrian ser tratados como enunciados que contienen modalidades, pero

¢llos no se referirian a 'DbjﬁtDS especiales, Si tenemos en cuenta esta doble dﬂﬂcripci{f‘.-n

" Enverdad los métodos intuicionistas han resultado mas fructiferos de lo que pensaban sus detractores, Lna
pran cantidad de teorias matematicas han conseguido ser construidas con los métodos intuicionistas, Muchas
mas de loque enun momento se penso. Mas en todo caso subsiste el problemade la complejidad de las pruchas
intuicionistas, Enla preferencia por la Matematica clasica hay una razon de stmplicidad, Tay pruchay clasicas,

COHTD ©ra lll.' I”nIH*I'.H' ]HI:I' I‘I I'll*l ]HI ili' |HII'+'I Wit 1-I'L.‘|l|.'|"1I (R ) li'].].l."l- H'Irrl."-i- rli'J_"'l L) ill.' llll!l'l S ia Y contener menos

Serestrlectones sobive Tas definfelones, som mias shiples que lan proebas fealelomistas
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de las teorias matematicas las paradojas se resuelven. La razon para hablar de una crisis de
los fundamentos de la Matematica y de lanecesidad de una justificacion del contenido de
la Matematica desaparece,

Mientras que Putnam disolvia la cuestion de la justificacion de la Matematica, ¢l
articulo de Paul Benacerraf “La verdad matematica” abrié un nuevo ambito de problemas
para la Filosofia de la Matematica, distintos de los colocados por las escuelas logicista,
intuicionista y formalista. No se trataba ya de la reduccién de la Matematica clasica aalgo
distinto de ella como la Logica o la Metamatematica hilbertiana. En su lugar los nuevos
problemas propuestos por Benacerraf giraban en torno de lanocién de verdad matematica
y de conocimiento matematico. Esas cuestiones ya hablan sido tratadas por Kant, mas
fueron formuladas por Benacerral con un nuevo nivel de complejidad como resultado
de ladefincion de verdad de Tarski para sistemas formalesy de los desarrollos dela Teoria
de la demostracion.

Vimos que un sistema formal G intenta representar el esqueleto de una teorin
matematica T. Cuando las férmulas de G son interpretadas dan origen a enunciados que
pueden ser leidos como pertenecientes al universo de discurso del que se ocupa T. he
dice que T es un modelo de G. Cuando una férmula de G al ser interpretada da origen
a un enunciado que puede ser demostrado a partir de los axiomas de T se dice que esa
formula se satisface en T. Al intentar definir de forma precisa lanocion de satisfaccion en
sistemas formales, Tarski dio origen aunanueva teoria : la Teoria de Modelos. Lanocion
de verdad caracterizada a la Tarski parece comprometernos con el platonismo matema
tico, esto es, con una forma de realismo, dado que la verdad es caracterizada por Tarski
en términos de referencia.'®

Ademis de la Teoria de Modelos surgio otra disciplina cuya tema son los sistemas
formales: la Teoria de la Demostracién. Mientras que el enfoque de la Teoria de Modelos
es semantico, relacionado con lainterpretacion de los sistemas formales, el punto de vista
de la Teoria de la Demostracidon es sintactico. En la Teoria de la Demostracion nos
interesamos por la estructura de las pruebas (derivaciones) en los sistemas formales. Il
interes por las pruebas surge a partir del hecho de que conocemos las verdades de la

Matematica solo por medio de pruebas.

"““Tarski presenta una defincion recursiva del concepto de verdad. Esa recusrsion se basa sobre la estructura
sintdctica de lag expresiones en un lenguaje formalizado. Para frases atomicas, esto es, para frases que
contionen un simbolo de predicado y constantes de individuo como por cjemplo, Pab, la defincion dira que
la frane ex vordadera sy solamente i los objetos nombrados por a y por b caen bajo ¢l concepto que esta
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Asi por un lado, la caracterizacion de verdad de Tarski en términos de referencia
nos lleva a la aceptacion del platonismo matematico, por el otro lado, el hecho de que
conocemos las verdades de la Matematica s6lo por medio de pruebas nos lleva a una
especie de verificacionismo. Como conciliar ambas exigencias, la derivada delaconcepcion
semantica de la verdad de Tarski y la derivada de la Epistemologia de la Matematica? Ese
dilema es el tema del articulo de Benacerraf. Una vez mas observemos que cuestiones
semejantes se presentaron mutatis mutandis dentro de la Epistemologia de las Ciencias
Naturales. Pasado el tiempo del apogeo del ideal justificacionista, las discusiones en ese
imbito tomaron la forma de disputa entre partidarios del realismo cientifico y adversarios

del realismo cientifico (pragmatistas, convencionalistas y otros). Los partidarios del

realismo cientifico afirman que la Ciencias Naturales intentan dar una descripcion del
mundo asi como el matematico platonista afirma que la Matematica intenta dar una
descripcion adecuada de los objetos matematicos. Los convencionalistas por el contrario
afirman que las teorias de la ciencia natural tienen como objetivo el calculo yla prediccion
de fendmenos. Los objetos a los que el cientifico se refiere como electron, molecula,
" ! - . ! 1 . f ' ! r .
virus, son s6lo ficciones, utiles para calcular y predecir, segin Quine, mas utiles que los
dioses homeéricos.

Dentro del mismo circulo de cuestiones levantadas por Benacerraf se encuentra
el articulo de Dummett “Las bases filosoficas de la Logica intuicionista”. En ese articulo
Dummett argumenté en favor de una concepcion verifacionista del signific:adm de los
enunciados matematicos. Elsignificado de estos debe ser dado en términos de condiciones
de aseveracion, v las condiciones de aseveracion de un enunciado matematico son las

. . foo# f . r
pruebas.El conocimiento matematico solo puede ser caracterizado,segiin Dummett, en

(érminos de prueba.

IV

La estructura de las revoluciones cientificas de Kuhn introdujo la Historia de la
(Ciencia dentro de la Epistemologia. Hasta la aparicion de la obra de Kuhn el abordaje de
las cuestiones de la Epistemologia habiasido puramente logico. A pesar de sus diferencias,
Popper y los filosofos del Circulo de Viena compartian un supuesto comun, a saber, cl
de que las cuestiones de la Epistemologia podian ser resueltas ya sea por medio de razones
pertenecientes a la Logica o teniendo en cuenta los datos E}:p&rimantales. Tanto Popper
como Carnap querian construir una Logica de la ciencia. Para Carnap, esa Logica de .
(‘iencia, era la L{"Jgiu:‘:a Inductiva cuya tarea consistia en asignar una medida al p\]':uln e
verogsimilitud de las teorfas cientificas, La construccion de esa Logica Inductiva debia ser
hecha de manera tal que a lan Talsedades lOgicas correspondiera una medida 0, a las

H ol | '-Ll.lll"i |1rl}'_il'.lfa LA IIIt"llilLI I \' H |-m 11 VN til* |.'| L‘il'lll'i.l RNYARE .1|‘ NI Illl'l[hl.l L IIer]II'I ()
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real proximo a 1 .'"Para Popper la Logica de la Ciencia es la Metﬂdulagfa expuesta en su
libro La Logica de la Investigacion Cientifica, Popper y Carnap divergian en relacion a la
posibilidade de justificar las teorias cientificas y en cuanto a los criterios para distinguir las
teorias cientificas de las no cientificas. Mas para los dos , la ultima palabra en cuestiones
epistemologicas la tenian la Logica y la exlﬁerimentaci{fm. Popper se valia de la Logica
deductiva tradicional en cuanto que Carnap intento construir una Logica inductiva.

A partir de Kuhn las consideraciones historicas se hicieron relevantes para la
Epistﬁzmﬂl{}gia. La ciencia no podria ser mas comprendida sin considerar la Historia de
la Ciencia. Asi como Kuhn introdujo la Historia de la Ciencia dentro de la Epistemologia
de las Ciencias Naturales, por la misma ¢época Lakatos introdujo la Historia de la
Matematica dentro de la Filosofia de la Matematica. Una vez mas vemos el paralelismo
entre la evolucion de la Epistemologia de las Ciencias Naturales y la Epistemologia de la
Matematica.

En su libro Pruebas y refutaciones: la Logica del descubrimiento matematico
Lakatos presenta una nueva vision de la Matematica. Sus fuentes son la heuristica del
matematica hingaro G.Poélya y la filosofia de Popper. Lakatos, como Popper, es un
falsifacionista. Segun Lakatos, lo que en la Matematica esta sujeto a falsificacion
(refutacion) no son las conjeturas sino las pruebas que intentan demostrar esas conjeturas.
El andlisis de las pruebas, sus refutaciones, permiten mejorar las conjeturas hasta
transformarlas en teoremas susceptibles de prueba rigurosa, pero esto ultimo sucede ya
en un estado maduro de las teorias matematicas.

Lakatos mostro que una prueba matematica erronea tiene valor. La critica de esa
prueba permite mejorar la conjetura que ellaintenta probar. Los conceptos envueltos en
la conjetura quedan mejor definidos, su ambito de validez deviene preciso. Podemos
mejorar nuestra conjetura al criticar la prueba. Y ademas de eso ,la critica de la prueba
permite dar origen a nuevos programas de im*estiga{:ién.

Lakatos aplico su analisis a la conjetura de Euler de que existe una relacion precisa

entre las aristas, los vértices y el nimero de caras de un poliedro. Esa relacion es V+C-
A=2.

' Es H{H'PI'C["L{'].E‘:]"ITLE el paralclismu entre el programa de fundamentacion de la Matematica de Hilbert y el
programa carnapiano de justil"icacirfm de la ciencia natural. En ambos casos la justiﬁcacién debe ser

metatedrica, En el primer caso es la Metamatematica hilbertiana la que justificaria la Matematica, en el

segundo caso es la Logica Inductiva la que justificaria las teorias de la Ciencia natural. La Logica Inductiva
G8 LA metateoria cuyo ::1‘1jt?1n~ son las teorias de la ciencia natural. Cual es el fin de la Lf}gica Inductiva?,
Construbr wima medida de la verosimilitud de los enunciados de la Ciencia Natural de modo tal que alas Leyes

clentiteas lew cor +1H|H|II|].I. una maedida | Oxlmae a1, Eute |'.-.'s|*;t]v|i.-«.'mn refueren mil teasis de la similitud entre
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Cauchy presento una prueba de esa conjetura que fue criticada por muchos
matematicos del siglo XIX. Se presentaron contraejemplos a la conjetura de Euler yala
prueba de Cauchy. Esos contraejemplos fueron clasificados por Lakatos en dos tipos:
contraejemplos globales que son en verdad, contrajemplos a la conjetura de Euler y
contraejemplos locales que son contraejemplos a alguno de los lemas usados
(implicitamente) por Cauchy en su prueba. Los cantraejemplms locales son los que
permiten una critica de la prueba. En el caso de un contraejemplo global pero no local
podemos salvar nuestra conjetura redefiniendo los términos que aparecen en la conje-
tura. Si una figura refuta la conjetura de Euler diremos que esa figura no es un poliedro.
En el caso de contraejemplos locales podemos colocar los lemas afectados como
condiciones del teorema. Uno de los lemas (implicitos) en el teorema de Cauchy es que

cuando retiramos una cara de un pt}liedrc} p{}demms extender la figura restante en un

plano, estoes planificar lafigura. Si encontramos un poliedro que no puede ser planificado
de ese modo, ese poliedro sera un contraejemplo local. Llamamos “simples” a los
poliedros que pueden ser planificados. Diremos entonces que para todo poliedro simple
valelarelacion V+C-A=2 . Ahoralaaparicion de un poliedro que no pueda ser planificado
no constituira una critica a la conjetura de Euler, pues ella vale solo para los poliedros
simples.

Lakatos aplico su mismo metodo de analisis a la conjetura de Cauchy de que el
limite de una serie convergente de funciones continuas es una funcién continua. Esa
conjetura y la prueba de ella ofrecida por Cauchy fueron criticadas por muchos matema-
ticos en el siglo pasado. Se presentaron una gran cantidad de contraejemplos. Pero asi
como en el caso de la prueba de la conjetura de Euler esas criticas fueron fecundas. En
este ultimo caso la critica permitio precisar el concepto de poliedro asi como di6 origen
aun programa de investigacion que con el tiempo constituyo lo que se llamahoy topologia
algebraica. En el caso de la conjetura de Cauchy sobre las funciones continuas, la critica
permitio obtener el concepto de convergencia uniforme y el desarrollo de la teoria de
las series de funciones convergentes.

Elinteres de Lakatos es por la Matematica ordinaria, la Matematica hecha por los
analistas, los algebristas y los geometras. No demostré mayor preocupacién con los
sistemas formales de los logicos matematicos. Lakatos comparte con Popper la opinion
de que esimposible encontrar una justificacion concluyente de las teorias cientificas. Para
| akatoslatentativadel Lﬂgicismm de derivar las teoriasmatematicasa partir del contenido
trivial de la Logica es una tentativa fracasada. Y ello porque la Logica que debe ser usada
en la derivacion de la Matematica no tiene un contenido trivial. También segin Lakatos,
la tentativa formalista de justificar las teorias matematicas por medio de sistemas formales
estd también condenada al fracaso, Porque las mismas cuestiones que se presentan en la
teoria objeto pueden ser levantadas en relacidon a la metateoria, Chmo sabemos que la

i [} ) ; i ]
. prueba metamatematica de la conststencia de un sistema formal ex correctar En relacidn
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a ese puntono estamos mucho mejor que en relacion ala correccion de la prueba de Cu-:.'h}-

de la conjetura de Euler. Solo trasladamos las cuestiones del lenguaje objeto al

metalenguaje he

La Matematica s6lo puede ser comprendida por medio de esta dialectica de
pruebas y refutaciones. Como en la dialéctica hegeliana el error, la falsedad, es un paso
necesario para llegar ala verdad. La sintesis, la conjeturamejorada, contiene en si la tesis

(la conjetura ingenua) y su antitesis (la critica de la prueba de la conjetura ingenua).
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